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CAPITOLUL VII
PRIMITIVE

Scurta schita teoretica

Fie J un interval nedegenerat!) al axei reale si o functie f : J — R.
VII. 1. Definitie. Functia f : J — R admite primitive pe intervalul
J daci existd o functie F' : J — R, astfel incat
1) F este derivabild pe J;
2) F' = f (adicd F'(z) = f(z), pentru orice z € J).
Functia F' se numegte primitiva a functiei f pe intervalul J.
VII. 2. Observatie. Daca F este o primitiva a functiei f, iar C' € R
(C este o constantd), atunci functia G : J — R, definita prin egalitatea

Gx)=F(z)+C,VzeJ

este, de asemenea, o primitiva a functiei f. (Dacé la o primitiva a unei functii
se adauga o constanta, se obtine, de asemenea, o primitiva).

VIIL. 3. Propozitie (Reciproca observatiei). Daca F' si G sunt
doud primitive ale functiei f : J — R, atunci exista o constantda C € R, astfel

incat
Gz)=F(x)+C,Vz e J

(Oricare doud primitive ale unei functii pe un interval diferd printr-o con-
stantd aditiva).

Din observatia si definitia precedenta rezulta ca, fiind data o primitiva
Fy a functiei f: J — R, o alta functie G : J — R este o primitiva a functiei
f daci si numai daca este de forma G(z) = Fy(z) + C.

VII. 4. Definitie. Daca o functie f: J — R admite primitive, atunci
multimea tuturor primitivelor functiei f se numegte integrala nedefinita a

functiei si se noteaza
/ f(x)daz.?)

VII. 5. Observatie. Orice functie care admite primitive are propri-
etatea lui Darboux, a valorilor intermediare.

In consecint, o functie care nu are proprietatea lui Darboux nu admite
primitive.

VII. 6. Teoremi. Orice functie continud f : [a,b] — R admite

primitive.3)

DUn interval este nedegenerat dacd este nevid si nu se reduce la un singur punct.
Spre exemplu, dacd a < b, atunci oricare dintre intervalele [a,b], [a,b), (a,b] si (a,b) este
nedegenerat.

2In anumite expuneri, simbolul [ f(z)dz desemneaza o primitivd oarecare a functiei
f. In acest caz, egalitatile din propozitiile VIL.9 si VIL.10 devin egalitati de functii si nu
egalitati intre multimi de functii.

$)Teorema se demonstreaza in cadrul teoriei integralei Riemann.



VII. 7. Definitie. Dacd A, B C'R si A € R, se defineste si se noteaza

A+ B={a+b|a€Abe B},
M ={)a|ae€ A}

In cazul ci F,G C F(J) = {f : J = R}, adici F si G sunt pérti ale multimii
functiilor definite pe J, cu valori reale, se defineste si se noteazi

F+G={f+glfeF geg}
AF={Af|feF}
C={f:J— R| f functie constanta}.

VII. 8. Observatii. Cu notatiile precedente, avem

a) A\C = C, dacd X # 0 (ceea ce inseamnd ci produsul dintre orice
functie constantd si un numdr A # 0 este o functie constantd gi reciproc,
orice functie constantd este egala cu produsul dintre un numéar A # 0 gi o
alta functie constanta);

b) C + C = C (ceea ce inseamnd cd suma a doud functii constante
este, de asemenea, o functie constanta si reciproc, orice functie constanta este
egala cu suma a doud functii constante);

c) Daca f: J — R este o functie care admite primitive si daci Fy
este o primitiva a sa, atunci

/ f(z)dz = {Fp} +C

sau, cu scrierea {Fy} = Fyp, are loc egalitatea de multimi de functii

/f(x)da: = Fy+cb

VII. 9. Propozitie. Fie f : J — R, o functie care admite primitive.
Atunci are loc egalitatea

/ f(z)de = / f(z)dz 4.2

VIIL.10. Propozitie. Fie f,g: J — R doua functii care admit primi-
tive si A € R, A # 0. Atunci functiile f+ g si Af admit de asemenea primitive
si au loc egalitatile

[ @ +s@yas= [ f@az+ [ g

/)\f(x)dx _ )\/f(a:)dx (A #£0).

DPunctul ¢) reprezint} scrierea sub form3 de egalitate de multimi a observatiei VII.2 gi
a concluziei din propozitia VII. 3.

2)Reamintim ci relatia este o egalitate de multimi; ea poate fi aseminats cu egalitatea
R =R + {c}, unde c¢ este un numir real fixat.
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VIL. 11. Tabelul integralelor nedefinite uzuale 1)

Functia Multimea primitivelor
. f:R=2R, f(z)=0 0dz =C
2. f:R-oR, f(z) = /dx———erC'
l_n—|—1
] R—R = g", N "de = C
3 if =R, f(z)=2",n¢€ /xx n+1+
ZUoH—l
4. f:J =R, J C(0,00), f(z) =z, /ccadx— +C
aeR, a# -1 a+1
4" (cazuri particulare la 4,
frecvent intélnite)
1 dx 1
a)a:—Z./f(.r):P F:———FC
1 1
b)a=—= = — ] C
Jo=-—5f@)=—¢ \/5 VI +
5. f:R=R, f(z)=¢" /emd:c—e +C
5. [TR-oR, f(z)=a*0<a#1 /axdx—m—i-C
1
6. F:J R JC(—00,0)U(0,o00); /—dx—ln|x+0
1 T
flz) =~
/ =
7. f:J =R, J € R\ {-aua} 1 -
_ — +C
f(aj)_mz_a? 2a Tr+a
1 / 7 2=
zéta = —alc,tcr— +C
9. f:R—=R, f(z)=sinz /sinrdx:—cosa:—i-C
10. f:R—=R, f(x) =cosx /cosrdr:sinx—kC
Uin tot acest tabel, J reprezintd un interval. iar a este un numar real strict pozitiv.
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1 fo =R, - / s—dr = tgz + C
cos?
JCR\{(12k+1)§|keZ}
f(x):cos%c
1
12, f:J—=R, /_2 de = —ctgz + C
JCR\{L?T]AEZ} SIn” x
f@) =
sin” z
13.  f:J—=R, /tgxdx:—lnlcosw|+0
JCR\{(2k+ )—]keZ}
fz) = tgx
14. f:J =R, /ctgazdx =In|sinz|+ C
JCR\{kr | keZ}
f(z) = ctgz
1 [ =
15, f:R-R, f(z) = ———— \/a +a
Vz? +a? 111(3‘4—\! 2)+C
16. f:J =R, / z? — a2
JC(—OO,—(I)%‘J((I,OO), IHJ.’L‘-F\/JTQ—GP‘-’-C
F@) = s
17. f:J >R, JC (—a,a) /——1 da = aresin —+C
. : 5 U, ), I = arc -
1 y Va2 — g2 a
T)= ————
@) =~

VIL.12. Teorema (formula de integrare prin parti). Fie
7, g: J — R doud functii derivabile, cu derivatele continue. Atunci functiile
fqd' st f'g admit primitive si

f(2)g (@)dz = fg— / f(@)g(x)dz.V

VIIL.13. Teorema (prima formuld de schimbare de variabild).
Fie I i J dous intervale din R si fie doua functii

RNy S

Uln calculele concrete se pune in evidenta variabila z, aga incat formula se folosegte sub

forma [ f(z)g'(z)dz = f(z)g(z) — [ f'(x)g(z)d=

12



cu proprietatile:

a) @ este derivabila pe I;

b) f admite primitive (fie F' o primitiva a sa).

Atunci functia (f o )¢’ admite primitive, iar functia F o ¢ este o
primitiva a sa, adica:

/f dw—Fogp-I-Cl)

VII.14. Teoremi (a doua formuli de schimbare de variabila).
Fie I gi J dous intervale din R si fie doud functii
% J—4LR
cu proprietatile:
a) @ este bijectiva, derivabild, cu derivata nenuld pe I;
b) functia h = (f o )¢’ admite primitive (fie H o primitiva a sa).

Atunci ) o
1) functia f admite primitive,

2) Functia H o ¢! este o primitivi a functiei f, adici:

/f(:v)dx =Hopl+C2

*
* %k

Elementele de teorie referitoare la integrarea functiilor rationale, pre-
cum gi schimbarile de variabila clasice, care reduc calculul unor primitive
la cel al primitivelor unor functii rationale, nu sunt prezentate aici, ci la
sectiunile respective.

1. CALCULUL CATORVA PRIMITIVE LA CARE
SE APLICA DOAR FORMULELE FUNDAMENTALE SI
PROPRIETATEA DE LINIARITATE

1. Si se verifice formulele din tabloul primitivelor prin derivare.

a+1
2. Aplicand formula /xad.r =T + C (o # —1), sa se deduca
Qy =5
egalitatile:
1 1 1 ;
a) x—nd:c:—n_1 xnl—i-C e JC(—o0,0U(0,00)¥), neN,
n > 1;

YDin nou, in calculele concrete, se pune in evidentd variabila z, adicd formula se uti-
lizeaza sub forma [ f(p(z))¢’ (z)dz = F(p(z)) + C.

Y Analog [ f(x)de = H (¢ M) +C.

) 1n tot ceea ce urmeazd, J desemneaza un interval nedegenerat al axei reale.
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/ —dx =2z +,C, z,€ (0, 00);
c) / Yrdr = SRR /S Wi R 0, 00).
n+1
3. Aplicand egalitatile din problema 2, s& se calculeze:!)
1 1 1
a)/ﬁdm; b)/;das; c)/ﬁdx;
d) j Jxdx; e) /{‘/de; f) /%daz

1\ 1
4. a) Scriind cd e™% = <—> si observand cé In (—) = —1, sa se
e e

deduca egalitatea

b) Se noteaza chx = —g gi shx = e = Sa se deduca

egalitatile:
/chxdx =shz 4+ C; /shacdx =chz + C.2

5. S& se calculeze:

a) / (x2 + 6z + 7) dz, z € R;
b) / (a:% +273 + 13 + x“1> dz, x € (0, 00);

/(l-l-x-i-x +2%)dz, z € R;
1 1
/ dz, z € (0, 00); e)/(1+$2 1_I)dxm6(11)

f)/( m)dx xE(O 2);

1— 3
g) /-ﬂdx, T e (O, g), h) /2x3””5””dm, r eR.

cos?
6. Sa se decida daca sunt corecte egalitatile urméatoare, dand si justi-
ficarea:

1
a) /1+x2 dz = arctgx + C = —arcetgz + K, z € R;

D1In enuntul unei probleme de acest fel, cel mai riguros mod de prezentare este acela ca
sa se precizeze dinainte intervalul in care este considerata variabila x, interval care poate
fi o submultime a domeniului maxim de definitie al functiei care se integreazi. Dacy acest
lucru nu este facut, el revine in atributiile rezolvitorului.

2)Functiile reale de variabil3 reald z, x + chz si £ — shz se numesc cosinus hiper-
bolic, respectiv sinus hiperbolic.

14



dz =arcsinz+ C = —arccos x + K, z € (—1,1)

1
V1— 22

7. S& se determine:
dz dx
o 9 GR; = . 99 Rv
a)/4+x2 x /5+x2 x €
dx dzx
R: _ R:
b)/l—i—llzz’xE ’ /1—1—5:62’:66 ’
dx dx
. R: R R;
C)/9+4x2'56€ ’ /7+3x2’9”E ’
4 — 2 /\/ —3:2
dx E( 1 1) ( 1 1 )
. T ——. = — :
2’ 2°2 \/1—J;r- NGRS
r;)
i

e (—V7,V7);

€) V1 — 4z

0 [ — dz e (_§ E’)_) /L e _ﬁ 7
VO —422" " 2°2)° VT - 522 5‘\/5

8. Sa se determine urmatoarele primitive (in care J este un interval)

a) /&, 5 €JC (—00,—-2)U(~2,2) U (2,00);

2 —4
/9;%5 €T C (~00,—v/5) U(=v/5,v5) U (v/5, 00):
) /%,xe(—&%; /%,xe(ﬁ,ﬁ);

2 —
/ g eJcC U
5eZ—1' T 5 )
dz 11 " odr 1 1
b’ —_— ——, = —_——
)/1—4x2’x6 2' 2 /1—5&?2’x€< 5 5)
dz 3 3
)/m,l‘EJC(—OO—§> (E,')C>,
/7

15



dz ' 1
)/\/1le$€JC( _—E

2
e ) ()

f/\/-’+4EER \/:r-h

dz
7,1,‘6]1%; ———, x €
g) / Vazr? +1 Vhr? 4+ 1

2. CALCULUL CATORVA PRIMITIVE PE BAZA
INTEGRARII PRIN PARTI

9. Sa se calculeze urmatoarele primitive, efectudnd alegerea indicata
in dreptul fiecireia:

a-)I—/:L’eIdx zeR o fl@) =2 g (z) = e%;

b)I:/xzwdm,meR o flz) =2 §(x) = 2,

c)I:/mlnxdx,mE(O,oo) o flzy=lnx g (x) = x;

d)Iz/x”In zdz, z € (0,00) ... f(z)=Inz g'(z) =™

e)Iz/xcosxdx,mER o fle) =2 g () = cos x;

f)Iz/xsinxdx,a:G]R o fl) =2 ¢'(z) = sin z;

:cln(x+\/1-|-—x2)

g)I:/ N dx,xER...f(m)zln(m—i—\/lI—xz)
g’(a:):ﬁ,xeR;

h)Iz/mcosh zde,zeR ... f(z)==x ¢'(z) = cosh x;

i) Iz/xsinhxdx,xe]R v f@) == §'(z) = sinh z;

j) Iz/(lff;;%dx:, ... f(z) =arcsinz ¢'(z) = (1—x2)x —

Observatii. 1) La calculul primitivelor pe baza integrérii prin piri, se re-
comandd agezarea functiilor in urmétoarea ordine (exemplificarea este datd pentru
punctul a)):

1° f(z) = =; 3° fi(z) = 1
2° g'(z) = €% 4° g(z) = e”.

16



(Se face alegerea formatd din 1°.§12°,4n asa fel incat produsul f(z)g'(z) s coincida
exact cu functia de sub integrald, iar apoi se calculeazi 3° gi 4°.) Aplicdnd formula
de integrare prin parti, rezulta

I = [mexdx:xez—/ezdx:xez—ez-l-c.

Mai existd o modalitate ,,rapida“ de integrare prin parti, care constd in a pune
in evidentd #n interiorul integralei una dintre functiile care alcituiesc produsul,
ca derivatd. Astfel, tot pentru punctul a}, se obtine:

I:/xezdxz/az(ex)'dx:xez—/x'ezdxzze‘”—e”+0.

2) Metoda de integrare prin parti serveste in general la calculul primitivelor
dintr-un produs al unor functii ,,diferite®, ,indepartate intre ele®.

3) Dacé o prim4 alegere a functiilor f si g nu duce la calcularea unei primitive
mai simple, nu trebuie considerat numaidecit ¢i primitiva nu poate fi calculatd pe
baza metodei de integrare prin parti; o eventuald altd alegere a functiilor poate
remedia situatia.

4) In general, la calculul unei primitive de forma F(x)= /P(I)@(x)dx, unde

P este o functie polinomiald cu coeficienti reali, iar ¢ este o functie transcendentd
elementara, se recomanda urmatoarea alegere:

e In rolul functiei f, se alege functia transcendentd ¢, dacd aceasta este o
functie transcendentd inversé;

e in rolul functiei ¢’, se alege functia transcendentd ¢, dacd aceasta este o
functie transcendenta directa.

Mentionam urmatoarele functii transcendente elementare directe, mpreund
cu inversele corespunzatoare:

Directe Inverse
e e Inz
a®* . 0<az1l................... log, «
5310 17/ arcsin x
COBL ottt et e arccos
BB o mempmmrenin e b A arctgzr
ClgT e arcctgze
La acestea se mai pot adauga:
she ..o argsh x
Cha oo argch o)
thao. oo argth z.%)

DFunctia ch : R — [1,00) nu este bijectivd. Se pot inversa restrictiile sale maximale,
e +e " .
la intervalele (—o0,0), respectiv (0,00). Din egalitatea y = chx = +T se obtine
z=In (y+ V2 — 1) in cazul z > 0, respectiv z = In (y —y? - 1) in cazul = < 0.
Printr-un abuz de notatie devenit traditional, se noteaza ambele functii inverse, corespun-
zatoare celor doud restrictii, cu argch y.
2)F‘unc‘giile sh si th sunt bijective gi se obtine argsh y = In (y + Y2+ 1), respectiv

1 —
argthy:§1n1+y.
Y
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