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d2) Reducerea calculului primitivelor de forma

calculului anumitor

Studiul pe baza unor majorSri sau minorS,ri directe
Studiul pe baza mdrginirii gi monotoniei ...
Studiul pe baza stabilirii unor reialii de recuren!5, .

Ortonormalitatea sistemului trigonometric fundamental. . . .

Calculul unor integrale drept coeficienti in dezvoltarea Fourier

Jr)
,n
JI

38

64
66

66
67

69
69

54
58
58
59
60
61
62

16. C6,teva exemple de,
nu se poate obtine I
Identitatea lui Your

17. \4ajorarea qi minori

. a) N4ajorarea qi

mlnorarl nu.rnence i
b) lvlajorarea q

minordrii, firnc{iei c

c) Majorarea $
subgraficuiui cu arii

1 8. Formularea integral
Holder, Cauchl'Bur

19. Revenire asupra qir
aplicatii la obtrinere

a) Integrarea u
b) Calculul int,

urmat5 de explicita
20. Cdteva formule intc

integrare
a) Integrarea u

propriet5lide simetr
b) Integrarea f

sau pe intervale de
un multiplu aI perir

c) C6,teva form
d) Scoaterea ir

sub form5, multiplic
21. U tllizarea teoremei

legate de integrale.
22. Aplicatii a1e teorer

funclii continue ...
a) C6teva apli<

b) Monotonia.

c) Derivarea il
d) Verificarea, resp'
ecualii integrale si.r

23. Funclii definite cu
de integrare variabi
definirea integrald r

2 4. C 6'teva proprietSli

CAPITOLUL IX _

Scurtd schi(d tec

1. Arii
2. Volume de lotaqi*
3. Lungimea graficull
4. Aria suprafele1or .-r

9. Primitive la care este necesarS racordarea constantelor ..
10. Exemple de funclii pentru care primitivele nu sunt exprimabile

prin funclii elementare ....
11. Exemple de funclii care nu admit primitive

CAPITOLUL VIII. - Functii integrabile

A - F\rnctii integrabile Riemann

Scurt5 schit5 teoreticd
1. Un criteriu de integrabilitate. Exemple de funclii integrabile...
2. Calculul integralelor ca limite ale qirurilor de sume Riemann. . .
3. Exemple de funclii neintegrabile. Functii de tip Dirichlet
4. Formula lui Leibniz-Newton. Exemple de aplicare
5. Exercilii teoretice legate de integrabilitatea Riemann
6. Oblinerea unor identit5ti cu ajutorul integralelor
7. Oblinerea unor inegalit5li cu ajutorul integralelor

B - Teoria lui Darboux a integralei

Scurt5. schit5 teoretic5
8. Calculul sumelor Darboux.
9. Aplicalii ale criteriului de integrabilitate al lui Darboux . . ... . . ,

10. Calculul limitelor unor sume cu ajutorul integralelor

C - Integrarea functiilor continue

Scurt5 schitX teoreticX
11. Studiul convergentei unor qiruri definite cu ajutorul integralelor

38
40

42
47
47
47
48
48
49
49

50
52
52
53

d) AIte exercilii; limitele unor qiruri de integrale. . . . .
12. Integrarea prin pXrli, c6,teva exemple :. . .. .

13. Stabilirea c6,torva formule de recurentX remarcabile pentru
anumite integrale definite. Formulele lui Wallis qi Stirling.....

14. Integrarea prin schimbare de variabilS
a) Exercitii introductive qi cdteva integrale trigonometrice

speciale

a)
b)
c)

b)
c)

finit5 sau alte dezvoltdri ortogonale..
15. Stabilirea egalitdlii unor integrale fXrX a le calcula efectiv
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CAPITOLUL X - 70 de probleme recapitulative
qi/sau cu grad sporit de dificultate..

Indicatii qi solutii

Bibliografie ....

Comentarii gi recomand5ri bibliografice

98

109

193

L94

Fie .I un interval t

VII. L. Defini(il
J dacd" existd o func(ie .

1) F este der:
2)Ft:f(il

Funclia F se num
VII. 2. Observa

(C este o constanti), at

este, de asemenear o Prn
se adaug5, o constantS-

VII. 3. ProPoz
dou5, primitive a1e fimct
incAt

(Oricare doui Prin,, --'

stantd aditir'5).
Dirr obsertar -. -:-

Fs a l'unci,iei .f : 'l - :
/ daca qi numai 'ln' ,

VII. 4. Defirriqi
mulqimea tulurot P:- --

funcliei gi sc nol e;Lz;.

VII. 5. Obserr'
etatea lui Darboux. a '

in consecinl^. ' '

primitive.
VII. 6. Teore

?\prlmltlve."'

')Un interval este ue':;
Spre exenLplu. dacd o '.
nedegcnerat.

2'In anumite expun, t:.

f. in a."st caz, egaliralil-
egalitaqi rntre mullimi d' -'

') T"orema se dentorrsi:,
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VII. 7. Defini{ie. Dacd, A,B c IR. qi .\ e IR, se defineqte gi se noteazd

A+B:{a*blaeA,beB},
7A:{),alaeA}.

in cazul cd, F,9 C 7(J) : {f :.I -+ 1R}, adic5 -F gi f sunt p5r!i ale mullimii
funcliilor definite pe ..I, cu valori reale, se definegte gi se noteazd

'*^I=l1;:ilff 'n'ot'
C: {f : J -+ IR | / funclie constantS}.

VII. 8. Observatii. Cu notaliile precedente) avem
a) \C : C, dacd 

^ 
+ 0 (ceea ce inseamnd, c5 produsul dintre orice

functie constantS.qi un numdr \ l0 este o funclie constantS qi reciproc,
orice funclie constantS, este egal5 cu produsul dintre un numdr ,\ I 0 qi o
alt5 funclie constantd) ;

b) C + C : C (ceea ce inseamnd cd suma a dou5 functii constante
este, de asemenea, o funclie constantd qi reciproc, orice functie constant5 este
egalS cu suma a dou5 funclii constante);

c) Dac5, f : J -+ IR este o funclie care admite primitive qi dacd, .F'6

este o primitiv5 a sa, atunci

f

J f @)a*: {Fo} +c

sau, cu scrierea {f,0} : f,s, are ioc egalitatea de mullimi de funclii

f
J ttda": Fotc.t)

VII. 9. Propozitie. Fie f : J -+ IR, o funclie care admite primitive.
Atunci are loc egalitatea

lroo": f ildor+c.2)

VII.10. Propozitie. Fie f ,9, J -+ IR dou5 funclii care admit primi-
tiveqi ) e IR., 

^+0.Atunci 
functiile f +S qi.\/ admit de asemeneaprimitive

qi au loc egalitS,lile

1)Punctul c) reprezintS scrierea sub form5 de egalitate de mullimi a observaliei VII.2 qi
a concluziei din propozitia VII. 3.

2)Reamintim cd relagia este o egalitate de mullimi; ea poate fi asemdnatd cu egalitatea
R.: R * {c}, unde c este un num5r real fixat.
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[tn.z]

f (r)
1

cos2 r
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-rclR\i&"lkezj
f (*): -+sln- 4c
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VII.L2. Teoremd (formula de integrare prin p5r{i). Fie
: J -+ IR. doui funclii derivabile, cu derivatele continue. Atunci funcliile
qi f 'g admit primitive gi

f t@)n'{*)dr: tn - / f'(r)s(r)dr.L)
VII.13. Teorem5 (prima formul5 de schimbare de variabil5).

Fie 1 qi -I dou5 intervale din IR. qi fie doud funclii

14t--4m
1)in calculele concrete se pune in eviden!5 variabila r, aqa incAt formula se folosegte sub

forma / f (r)s' (x)dr : f (")s@) - { f' (r)s(r)dr.

L2

l

)-

[ =la, : -ctsr * cJ s]If r

\l

I ctsrdr: ln lsinrl + C
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3. Aplicdnd egalit5liie din problema 2, s5 se calculeze:1)

, / #o", o) I \0"' ", I #o",
d) i/idr; e) t/idr; f) ilia,

dr:2t/i*C,r e (0,oo);

fr

b) IJ#d".
/. 5a:E .:-:-- .

qi observ6,na 
"U 

," (:)

fdr
a) J 77;*

fdx
b) J rrc,

fdr
') .j g-, w''=

fdx
d) J trV-n ,,''|4. a) Scriind cE e-' :

deduc5 egalitatea

egalitS!ile

(:) : -1, sX se

e)

e *dr : -e-n I C; t/t -

b) Se noteaz|" chr : e'+.e-' 
qi shr2'

e- -e -:- ) SX se deduc5

f d:Ef) l_L) J Js -nl
8. SA se determi:

fdr
").1 ,-+."€

tdr
l-*'t€J r--o

chr dr : shr * C; shrd.r: chr + C.2)

5. S[ se calculeze:

il /@'*6r*7)dr,r€lR;
o) I Q? *r-tr +** +*-')a*,r e (o,oo);

O IO*r*r2+rl)dr,r€IR;
, I :dr,r €(0,-);, I G" + #) o*, *e (-1,1);

, I Qsinz 
*  cosr. #t) d,r, r e (o,t),

. f L-cos3z / 7t\ f
d J 

=tr"-dr'' 
r e(0, i); h) 

J 
z*s's'dr, r € IR'

6. SX se decidS dac5 sunt corecte egalitSli1e urmdtoare, d6,nd qi justi-
ficarea:

, I #"dr : arctgr * C- -arcctg r * K,r e IR;

") Ifp'"
fdr

b) J a*,-il"
fdr

J '*'- t'"fdr
a').1 ,-4*2,''

fdr
d .l a*rg'"€

dr

dr

:.)DJ-

"')
l)in enuntrul unei probleme de acest fel, cel mai riguros mod de prezentare este acela ca

sX se precizeze dinainte intervalul in care este considerati variabila r, interval care poate
fi o submullime a domeniului maxim de definitie al functiei care se integreazS. DacX acest
lucru nu este f5cut, el revine in atribuliile rezolvitorului.

2)F\rncliile reale de variabilX reald"r, rr+ dnr gi r r+ shz se numesc cosinus hiper-
bolic, respectiv sinus hiperbolic.
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I

t)l
r)l

dr
\/4P - 1

dr
t=----d--------= )\/5t" - I

dr

,r€JC

reJc

(--,j) ,(
(-*,-*) "

[d"*
J v@ a5'*

f dr.t_
J J1FTI

2

(

e

(Se face alegerea :-.: .-. -

Pxacl cu funclia i- -

,le inlegrale plir- : , -.

-. 
OO

,/s' ) I: I
dr

& L [\t

t/r'2 + 4

rC,z€R;

Mai exist5 o modalite
in eviden!6 en interiani t

ca derivatS,. Astfel, tot Peni
\/4P + L

2. CALCULUL CATORVA PRIMITIVE PE BAZA
INTEGRANTT PRIN PANTT

9. Sd se calculeze urmdtoarele primitive, efectuA,nd alegerea indicat5
in dreptul fiecdreia:

{

I

I
)a

b

:T
:.[

:/

:lrl

:T

c)I

I

e) 1

re'dr, z e IR.

r2"dr, r € lR.

rlnrdr,re(0,-)

rn ln rdr, r e (0, oo)

rcosrdr,,r€]R.

r sin rdr, r € IR

*h(* + \trT7,)

rcosh rdr, r e IR.

rsinh rdr, r € IR

f(*): *
f(r):,
f (r):t r

f (*):l*
f (r):,
f(r):,

.. f (,) : *

.. f(*) :,
f (,) - arcsin r

g'(r) : e";

s'(r) :2';

s'(r): r;

g'(r) : r";

g'(*): cos r;

g'(*) : sin r;

l: :-.- -:
-- .-a:1- LOr-a'

: f., .. .

:tt. -' ..

: :-' . - 1 .-- .

a -:. I. . .. . ..

. . '..r1-''l .

. 11 I ':. :...

-- - ll.r1.-" 1.-: ..'

)l' rrli',r. :. . -

. l.\ 1., l, "-:.... '

Di:'t,:l

d

If)

Itr
t_J

'frTP
dr, r eR .../(") : n (, + \n +P)

s-Ltt J
COS J
tgr"
ctgx

sh^r

chr
thr)h

j)

I:.|

I: I
I: f t a[cstrLr

-dr.

(7-*2) t/L-*z
1)Funclia ch : IR -+ [1.:c

a intervalele (-co,0), resPr

/-\z:tn\u+t/ur-lJtnca
Printr-un abuz de nota{ie de
zS"toare celor dou5, restridii-

2)Funcliile sh gi th sunt

Observatii. 1) La calculul primitivelor pe baza integr5rii prin p5.r!i, se re-
comandS, aqezarea functiilor in urmS,toarea ordine (exemplificarea este dat5 pentru
punctul a)):

1" f(r) : a; 3" ft(r) :7;
2" gt(r) : q*; 4" g(r) : qr.

16
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